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論 文 内 容 の 要 旨 
 
第１章 序論 
 
本論文では量子ウォーク特有の性質である周期性について考え、周期的な量子ウォークを与えるグラ
フ構造の抽出ならびに、周期性を保つグラフ変形を導入する。量子ウォークとは古典ランダムウォー
クの量子化、非可換化と目される数理モデルである。例えば Feyman, Hibbs の経路積分や Gudder
の量子確率論内などに起源が散見されるが、1990 年代に Y.Aharonov の打ち立てた１次元格子上の
Quantum random walksを契機に多くの注目を浴びる事となった。同氏の結果は励起状態にある電
子をいち早く発見するシステムの提案であったが、これにより古典のアルゴリズムと比較したより良
い精度の探索アルゴリズムが思案され、現在で言う所の量子探索アルゴリズムが構想された。更に
2002 年に今野氏により一次元格子上量子ウォークの弱収束定理が証明された事を契機に量子ウォー
クは益々脚光を浴びる事となった。これは古典ランダムウォークの中心極限定理の量子バージョンと
も言える結果で、特に時間に対して線形なオーダーでの収束は古典ランダムウォークとの明らかな違
いを示しており、その違いを更に見出すべく多くの研究者が参入する事となった。その後一次元格子
の拡張としてD.Aharonovらにより一般のグラフ上での量子ウォークが考察され、現在に至るまで一
つの枠に留まらない広域な研究が行われている。量子ウォークでは古典ランダムウォークと異なり、
粒子が内部状態を有した量子としてグラフ上を推移し、かつその挙動はユニタリ作用素により与えら
れる波の動きとして記述される。そのため局在化や線形的拡がりなど、古典ランダムウォークには見
られない量子ウォーク特有の性質が観察されており、例えば量子探索や、グラフ連結度の測定、ひい
ては特定のグラフの不変量の寄与など多岐に渡った応用が行われている。周期性とはその特有の性質
に含まれるものであり、粒子の動きが周期的になる事である。数学的に述べると時間発展作用素の固
有値が１の冪乗根となる事であり、これは時間発展のユニタリ性から起こりうる現象である。過去に
もいくつか具体的なグラフ上での量子ウォークが周期的になるものが研究されていたが、本論文では
グラフは固定せず周期性から見出されるグラフ構造の解析のため、従来のものとは逆の立場に位置し
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ている。以下の章からは量子ウォークの周期性を主に固有値解析の観点から考察し、具体的なグラフ
での分類や、周期的になるためにグラフ構造に係る制限を見出すなど、量子ウォークとグラフ理論の
関連性を眺望する一つの手法を提案する。 
 
第 2章 準備 
 
本章ではまずグラフの定義を行い、またいくつかグラフ間の変形やグラフから誘導される作用素を導
入し、前準備とする。グラフとは頂点集合と辺集合からなる空間構造であり、２つの頂点が辺によっ
て結ばれている時、これらの頂点は互に隣接していると呼ばれ、頂点間の隣接関係によってグラフは
構成される。例えば頂点を円環に結んだサイクルグラフ、全ての頂点間を隣接させる完全グラフ、頂
点集合が２部集合に分かれている２部グラフや、各頂点の次数が一定である正則グラフなど今日に至
るまで多くのグラフが報告されている。また頂点から添字付けられる行列で、隣接した２頂点に対応
する成分に１を割り当てる行列をグラフの隣接行列と呼ぶ。この隣接行列の固有値はたびたびグラフ
の構造を操るものであり、この行列の固有値解析はグラフ理論の重要の研究の一つである。本論文で
はこのようなグラフから与えられる作用素として、更に推移行列なるものを導入する。推移行列とは
隣接行列同様、頂点により添字付けられた行列であるが、隣接した２頂点の成分に対しては、行に対
応する頂点の次数の逆数を割り当てる行列である。そうすると各行に関する和が常に１となるため、
その成分は隣接２頂点間を移り合う確率と解釈される。そのようにして得られた確率モデルをグラフ
上単純ランダムウォークと呼ぶ。後述するように、この推移行列の固有値解析こそが周期性を考える
上で重要となり、周期性を課した時に係る固有値の条件を用いて考察を行う。また推移行列の固有値
解析にあたっては、チェビシェフ多項式と呼ばれる直交多項式系が有用になるため、本章で同時に導
入する。 
 
第 3章 Grover walkの周期性 
 
本論文の主要な量子ウォークであるGrover walkは本章にて導入される。Grover walkはGroverの
探索アルゴリズムから起因する量子ウォークであり、AmbainisやWatrousらの手によって、現在広
く使われる形に定式化された。Grover walkの特筆すべき性質として、時間発展作用素の固有値が先
述の推移行列の固有値を用いて表される事がある。周期的になる事はその固有値が１の冪乗根となる
必要があり、その条件が推移行列の固有値までに及ぶため、とりわけ固有値解析が重要な解析手法に
なる。また同値な事として、推移行列の固有多項式にジューコフスキー変換を施したものが円分多項
式の積で表される事も挙げられる。そのような条件を用いて得られた結果として、例えば樋口氏らに
より完全グラフや完全２部グラフ、強正則グラフなどいくつかのグラフでの周期的なGrover walkを
誘導するものの分類が知られている。それらのグラフは equitable partitionと呼ばれる非常に良い性
質を持った頂点の分割を持っている事で知られている。本章では更に同氏らの結果の拡張として、同
じくequitable partitionを持つグラフである距離正則グラフと一般化ベーテ木上でのGrover walkの
周期性について考察する。特に正則グラフであれば、推移行列の固有値は隣接行列の固有値から自動
的に得られるため、この場合隣接行列の固有値解析が有用である。Hammingグラフや Johnsonグラ
フと呼ばれる距離正則グラフにおいては既に隣接行列の固有値が明示的に求められており、かつその
固有値が全て有理数になる事が知られている。本章ではまず周期的なGrover walkを誘導し、かつ固
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有値が有理数であればグラフの直径が制限される事を導き、それらの条件と比較する事で距離正則グ
ラフにおける特徴付けを行う。equitable partitionを持つ木グラフである一般ベーテ木においては、
推移行列の固有値がとある直交多項式の零点になる事を用い、今度は次数に制限が係る事を求め特徴
付けを行う。 
 
第 4章 周期性により見出されるグラフ構造 
 
前章では距離正則グラフや一般ベーテ木上でのGrover walkの周期性の解析から直径や次数への制限
を見出した。本章では一般のグラフに対し、そのような周期性を課した時に現れる普遍的な制限を求
める。先述のようにGrover walkが周期的になるためには固有多項式にジューコフスキー変換を施し
たものが円分多項式の積で書き表されている必要があり、特にその多項式の各係数が整数である事が
要求される。その施した先の多項式の係数は全て、推移行列の固有多項式の係数で表されている事が
分かり、整数であるという要請と比較してとある必要条件が得られる。具体的には推移行列の固有多
項式の係数が整数を２の冪乗で割った商となる事である。この係数は行列式の定義からグラフ上のい
くつかの頂点上の円形な被覆に対応しており、グラフ内のマッチングや三角形などグラフ構造に関連
した情報を有している。従ってこの係数に制限が係る事でグラフ構造にも何かしらの制限が係り、そ
れを使って周期的になるグラフの候補を絞り込む事が出来る。また本章では２つのグラフを、ある頂
点を同一視して繋げる手法（ジョイン）を導入し、Grover walkが周期的になるグラフ、サイクルや
パス、クローなどをジョインで繋げ新たに周期的になる系を構築する。その際、先に得られた推移行
列の固有多項式の係数に関する情報を使い、多くの候補を削りながら分類を行う。更に本章ではその
条件を用いて奇数周期的なGrover walkを持つグラフについても考察する。奇数周期的になるものは
吉江によって奇ユニサイクルグラフのみである事が示されている。奇ユニサイクルグラフは奇サイク
ルそのものと奇サイクルにいくつか木グラフを接続させたものの２種類に分けられるが、奇数周期的
なGrover walkを起こすものは奇サイクルのみであるという予想が打ち立てられている。今回は先の
条件を用いて奇ユニサイクルが奇数周期的なGrover walkを誘導すれば、接続している木は高々一つ
である事を示し、予想に近づく為のアプローチを提案する。 
 
第 5章 周期性を保つグラフ変形 
 
本章ではグラフ間の変形によって量子ウォークの周期性が保持されるものを列挙し、周期性の強固さ
を観察する。具体的には各辺を一様に多重辺化させる多重化や各辺に等しい数の頂点を添加する細分、
またホフマングラフにより誘導される一般的ライングラフの構築などを行い、変形を行う前のグラフ
上での量子ウォークが周期的ならば、それらの変形を施したグラフ上でも周期的になる事を示す。特
に多重化と細分においては、それらのグラフ上での推移行列の固有値解析を行う事でGrover walkが
周期的になる事を示す。多重化では推移行列自体が元のグラフのものと等しくなるため明らかである
が、細分では推移行列の固有値が元のグラフの固有値とチェビシェフ多項式で表される。チェビシェ
フ多項式は三角関数を用いた初等的な式で表される為、それを使い固有値の明示的な表現を得て証明
を行う。ホフマングラフによるライングラフ上では新たに staggered walk と呼ばれる量子ウォーク
を導入する。特に元のグラフ上でのGrover walkが周期的であれば、得られたホフマングラフ上での
staggered walkが周期的になる事を示し、モデル自体は異なれど、これもまた量子ウォークの周期性
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を保つ変形である事を主張する。証明にあたってはライングラフ上の staggered walk とライングラ
フのインターセクショングラフ上のGrover walkがユニタリ同値である事を示し導く。この時インタ
ーセクショングラフは元のグラフの細分と多重化を合わせたグラフとなっているので、先に得られた
結果を用いて証明する。 
 
第 6章 まとめと考察 
 
本章では本論文で得られた結果を総括し、更に今後の展望を含めた考察を行う。特に距離正則グラフ、
一般ベーテ木上や複数のグラフを組み合わせたグラフなどいくつかのクラス上でのGrover walkの周
期性、またそれらの考察から得られたGrover walkが周期的になる為のグラフの有する必要条件、そ
してGrover walkを含めたいくつかの量子ウォークの周期性を保つグラフ変形の列挙など、本論文で
述べられた内容をここでもう一度まとめる。更に今後の展望として擬周期を起こすものや、時間発展
作用素が置換行列になるものの特徴付けを提案し、量子ウォークの周期性の研究の発展を図るための
問題提起を行う。 
 
 
論文審査結果の要旨 
 
量子ウォークは古典的なランダムウォークの量子力学的類似として、古くはファインマンに遡
る研究があるが、近年では量子情報や量子計算の著しい発展とともに注目され、とりわけ、量子
探索に関連して理論・実験の両面から活発に研究されているテーマである。量子ウォークはラン
ダムウォークといくつかの点で著しい対照をなすが、量子ウォークに見られる周期性もその一つ
である。ただし、周期性は普遍的に見られる性質ではなく、量子ウォークの下部構造であるグラ
フのトポロジーに強く依存する。本論文では、量子ウォークの典型例であるグローバー・ウォー
クに注目して、それが任意の初期状態の下に周期的な挙動を示すようなグラフの特徴づけ問題を
定式化して、いくつかの具体的なクラスについてその問題を解決した。本論文はその成果をまと
めたもので、本編６章からなる。 
第１章は序論である。 
第２章はグラフに関わる基本的な概念の整理と有用な多項式の準備に充てられている。 
第３章では、まず、グローバー・ウォークが周期的になるような有限グラフをグローバー周期
的グラフとして定式化して、そのための条件を古典的なランダムウォークの推移作用素のスペク
トル条件に帰着した。この条件を距離正則グラフに適用することで、グローバー周期的になるハ
ミンググラフとジョンソングラフをすべて決定した。さらに、グローバー周期的になる一般化ベ
ーテ木をすべて決定した。 
第４章では、ランダムウォークの推移作用素のスペクトルの具体形を求めるのが困難な場合を
扱っている。グラフがグローバー周期的になるための必要条件として、推移作用素の特性多項式
の係数に対する整数条件を導出した。この条件は、グラフのトポロジーを反映したもので重要で
ある。これを用いて、グローバー周期的になるグラフのジョインのクラスを決定するとともに、
周期が奇数になるグラフの形状が奇数頂点のサイクルと木とのジョインで与えられることを示し
た。 
第５章では、多重辺を許すグラフのグローバー周期性とグラフの細分を扱っている。さらに、
グローバー周期的なグラフに対して、ホフマングラフを用いて定義される一般化ライングラフ上
のスタガード・ウォークが周期的になることを証明した。 
第６章は結論であり、研究の展望と予想が述べられている。 
以上要するに本論文は、量子ウォークのスペクトルによってグラフの構造を決定する問題を定
式化し、いくつかのクラスに対してその問題を解決した。これらの成果は従来の量子ウォーク研
究において新しい視点や方向性を与えるものであり、システム情報科学ならびに離散数学の発展
に寄与するところが少なくない。 
よって、本論文は、博士（情報科学）の学位論文として合格と認める。 
